Matrices normales

Teorema espectral




Conceptos preliminares

Recordemos que una matriz A € K"*" (K =R 6 C) es diagonalizable en K™ si existe una base
de K" compuesta por autovectores de A. En tal caso, la matriz A es semejante a una matriz
diagonal, esto es, existe una matriz P € K"*" regular tal que A = PD,P~! con D, diagonal
cuyos elementos de la diagonal principal son los autovalores de A y las columnas de la matriz P
son los autovectores de A correspondientes a cada uno de los autovalores.

En todo este capitulo consideraremos el producto interno canoénico de K"
(w,y) =y'=, Va,yecK"
Recordemos que y* designa el vector y transpuesto y conjugado.

Utilizaremos K" 6 K" ", con K = R 6 C cuando las proposiciones sean aplicables a elementos
de ambos espacios.




Trabajaremos con distintas clases de matrices:
En K"*™ ;

Matrices simétricas: A c K" s simétrica si AT = A.

Matrices ortogonales: A € K"*" es ortogonal si AAT = AT A = I,,. Las matrices ortogonales
tienen columnas ortonormales,

Matrices antisimétricas: A € K"*" s antisimétrica si AT = — A,

EH CHXH .

Matrices hermiticas: A € C"*" es hermitica si A* = A, donde A* denota la matriz transpuesta
vy conjugada de A, llamada matriz adjunta de A.

Matrices unitarias: A € C"*" es unitaria s1 AA* = A*A = I,,. Las matrices unitarias tienen
columnas ortonormales.

Matrices antihermiticas: A € C"*" es antihermitica s1 A* = —A.




Relaciones entre las matrices A y A*

Sea A € K™™"; entonces si x,y € K™

Loz, Ay} = (Ay)'e = y* A% = {A%x, y}.

2. Nul (4A*) = (CD](A))J_. Para demostrarlo hay que probar la doble inclusién:

(a) Nul(A®) C (Col(A))~
Sea r € K"; entonces r € Nul(A") & A"y =g & (A"r,y) =0, Yy € K"
Como {A"x,y; = (r, Ay}, resulta que (z, Ay) = 0, y, dado que Ay € Col{A), se
concluye que x € {ﬂnl{ﬂ}}l.

(b) (Col(A))* C Nul (A4%)
r € (Col(A)" & (z,y) =0, Yy € Col(A). Siy € Col(A): y = Au para algiin
u € K" luego (z, Au) = 0;
como (z, Au) = (A*z,u) = 0, para que esta igualdad se verifique para cualquier
u € K" debe ser A*z = Ogn; luego & € Nul (A*).




3. Col(A) = (Nul(A*))*+
Se obtiene de (2), considerando ((CO].(A)]J_)J_ = Col(A).

4. Nul(A) = (Col(A*))*
Se obtiene de (2) intercambiando A* y A.

5. Col(A*) = (Nul(A))™
Se obtiene de (3) intercambiando A* y A.



Matrices hermiticas

Los siguientes resultados son validos también para matrices simétricas.

Sea A € C"*". 81 A es hermitica (A" = A)entonces:

1. Siz,y € C": (z, Ay) = (Az,y)
En efecto: (z, Ay) = (Ay)*'z = y*A*z = (A%z,y) = (Az,y).

2. Los autovalores de A son reales.
Dado que {x, Ay) = (Ax, y}, para y = r resulta (Azx,r) = (r, Ar). 51 A es autovalor de A,
sea r un autovector de A de norma 1 asociado a A,

d= Mz, z) = {Azr,z) = {Az, ) = {x, Az} = {x, Ax) = Mz, x) = X
A=A=AieckR

Ejemplos: Los autovalores de A = (1 1) y de B = ( 1. 1)5011 Al=0y A =2




3. Los autoespacios correspondientes a autovalores distintos son ortogonales, esto es, st A v
i son dos autovalores distintos de la matriz A, entonces Sy L 5.
Hay que probar que siz € S\ y y € Syt (z,y) = 0.
Como Ay p € R: Mz,y) = (Az,y) = (Az,y) = (z, Ay) = (2, py) = p(z,y).
Luego, \M(z,y) = p(z,y)
Entonces, (A — p)(z,y) = 0; como A # p, resulta A — u # 0 y por lo tanto (z,y) = 0.

4. Existe una base ortonormal de C" formada por autovectores de A.

Para probarlo emplearemos el siguiente
Lema. Sea A € C"*"™ : A* = A. Entonces, si A es autovalor de A, sus multiplicidades

algebraica y geométrica coinciden: m.a.(A) = m.g.(A).

Sean Ap,---,Ar los distintos autovalores de A. Como para cada uno de ellos

m.a.(A;) =m.g.(N;), Vi:1<i<k
entonces C" = Sy, & --- & 5, (1)

Por otra parte, por la propiedad (3), Sy, L Sy, sii# j.
Luego, para cada S), elegimos una base ortonormal, y como la suma (1) es directa, resulta

Ben = Bs, U-++UBg,,

vy asi tenemos una base ortonormal de C" formada por autovectores de A.




Por lo tanto la matriz A es diagonalizable unitariamente, es decir, A admite una descom-
posiciéon de la forma A = UDU*, con U unitaria.

S1 K = R, toda matriz simétrica es diagonalizable ortogonalmente, es decir, s1 A € R"*"
es tal que AT = A, entonces existe P € R™*" ortogonal tal que A = PDsPT.

Observacion. Una matriz diagonalizable unitariamente no necesariamente es hermitica,
como se muestra a continuacion:

0 —1
1 0

Los autoespacios asociados son: Sy, —ij(A4) = gen { (i I)T} Yy Shy=—i(A) = gen { (1 i)T}.

Observar que ((i 1) ,(1 i)' )=(1 —i) G):i—i:{}.

Ejemplo. La matriz A = (

) no es hermitica. Sus autovalores son A\ =1y Ay = —1.

A= (i ive) 0 %) (v v



Matrices unitarias

Sea U € C™"*™. S1 U es unitaria (UU* = U*U = I,,) entonces:

1. Sus autovalores tienen modulo 1.
S1 A es autovalor de U asociado al autovector x € C": Uz = Ax.
[Uz]? = Uz, Uz) = (a, Az) = Mz, )X = | AP
Por otra parte, |Uz|? = (Uz,Uz) = (Uz)* Uz = 2*U*Uz = z*z = ||z||?
Por lo tanto, |A|?[|z]|? = ||z||%; como = # Ocn, debe ser [A\? =1 & || = 1.

2. El determinante de una matriz unitaria tiene modulo 1.

3. S1U e C™" y V € C"" son matrices unitarias, entonces UV es unitaria.

4. Para todo z,y € C": (Uz,Uy) = (Uy)'Uz = y*(U*U)z = y*'z = (z,y).

La multiplicacion por una matriz unitaria preserva el producto interno.




5. Siax € C" entonces ||Uz| = ||z||.

La multiplicacion por una matriz unitaria preserva las longitudes, es decir, la transfor-
macion lineal U : C"* — C" es una isometria.

6. Los autovectores de una matriz unitaria asociados a autovalores distintos son ortogonales.
Sean x,y autovectores de U asociados a los autovalores A y p, respectivamente. De la
propiedad (4): (Uz,Uy) = (z,y). (1)

Por otra parte, (Uz, Uy) = (Az, py) = Ai(z,y) (2)
Entonces, de (1) y (2): (z,y) = Ai(z,y)

(Ar — 1){z,y) = 0, como A y p son distintos, el producto Az no es igual a 1; en efecto,

A
como || = 1 resulta 7 = —, de modo que Az = — # 1.
[

[
Luego, para que la igualdad se cumpla debe ser (z,y) =0y asi, z L v.

7. La matriz U es inversible y U~ = U*.

Como los autovalores de U tienen modulo 1 y el determinante de una matriz es igual al
producto de sus autovalores, se concluye que el determinante de U es distinto de cero, con

lo cual U resulta inversible. Por otra parte, dado que U*U = UU* = [, por definicion de
matriz inversa es U* = U1,

8. U es unitaria s1 y sélo si U” es unitaria.
U es unitaria & U*U = UU* =1 < (UU)* = (UU*)* = 1" & U U*)* = (U*)*'U* =
UU* =1, y por lo tanto, las filas de U son una base ortonormal de C".




Matrices antihermiticas

Los siguientes resultados son validos también para matrices antisimétricas.

Sea A € C"*". Si A es antihermitica (A* = —A) entonces:

1. Para todo z € C" : z* Az es 1imaginario puro o cero.
2. Los autovalores de A son imaginarios puros o cero.

3. Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

4. Existe U € C™"™ unitaria tal que A = UDU".



Semejanza de matrices

Recordemos la definicién de matrices semejantes.

Una matriz A € K"*" es semejante a otra matriz B € K"*" s1 existe una matriz regular

P € K™ tal que A= PBP~!.

Ejemplo

, 0 -1
La matriz 4 = (1 1

1 -1
y Pl = .
-1 2
Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico (y por ende, los mismos auto-
valores), el mismo determinante y la misma traza.

2 -3

1 -1

) es semejante a B = ( 1 1

) porgue A = PBP~!, siendo P = (E 1)




: : : 11
Observacion. La afirmacion reciproca de la anterior es falsa. En efecto, sean A = ('[} 1)

0 1

y la misma traza pero no son semejantes, porque si lo fueran, existiria P regular tal que

A:P(l D)P_lzpp_lzf,pemﬂgéf.

1 0 : : : : .
vy B = ( ) Las matrices A y B tienen los mismos autovalores, el mismo determinante

0 1

Por ultimo, dos matrices A y B son unitariamente semejantes si y solo si existe una matriz

U € K"*"™ unitaria tal que B = UAU".

En sintesis, las matrices A € K"*" que hemos estudiado (hermiticas, unitarias y antihermiticas,
y, en el caso real, simétricas, ortogonales y antisimétricas) pertenecen a un conjunto de matri-
ces denominadas normales, que verifican AA* = A*A (AAT = AT A, en el caso real) es decir,

matrices que conmutan con su adjunta.



Asimismo, algunas de las propiedades que hemos estudiado se resumen en el llamado

Teorema espectral

Caso complejo Sea A € C"*". Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. La matriz A es normal.
2. Existe una base de C" formada por autovectores de A.

3. A es unitariamente semejante a una matriz diagonal.

Caso real Sea A € R"*". Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La matriz A es normal.

2. Existe una base de R" formada por autovectores de A.

3. A es ortogonalmente semejante a una matriz diagonal.




Matrices definidas y semidefinidas positivas

Definicion

La matriz A € K"*" es definida positiva siy solo st A* = Ay 2*Az >0 Vo € K" x # Ogn.

Definicion

La matriz A € K"™*"™ es semidefinida positiva siy sélo st A* = Ay z*Az >0 VYo e K"

Proposicion

La matriz A £ K"*" es definida positiva si v solo si todos los autovalores son positivos.

= Sea r # Ogn: Axr = Ar; como A es hermitica A ¢ B
entonces: r*Ar = x*Ar = Az*z = A|z[|? > 0. Dado que ||z]|* > 0 si & # Ogn, para que el

producto sea positivo debe ser A = (),




<) como A es hermitica existe una base ortonormal de K" compuesta por autovectores de A.
Sea {vy,vo,- -+ ,v,} una base ortonormal de K", siendo Av; = \;v;

Calculamos z* Ax:

T T

T T
r*Ar = E a;v; E A\ U; :E E T \vjv; =
j=1 i=1

j=1 i=l1

Obsérvese que cuando i # j : (vi,v5) = vjv; = 0.

n n
= Zaiai)&@”ﬂfnz = Z |Dt.1'|2)i-i >0, Yz & KH, x # Ogn




Otro criterio para determinar si una matriz es definida positiva es el siguiente:

A € K"*" es definida positiva si y sélo s1 todos los menores principales de A son positivos, esto
es, det (Ag) >0, Vk:1<k<n:

Ay = (an)

Ay — (ﬂu ﬂ12)
as1  a

A, = A

det(A1) > 0Adet(A2) >0AN---Adet(4) >0

Para matrices semidefinidas positivas todos menores principales tienen que ser no negativos y
todos los autovalores deben ser no negativos.




Ejemplo

1 2«
200 1

Determinar para qué valores de a la matriz A = ( ) es definida positiva.

i AT =4

ii.pﬂ(k):det(li;l}\ 12;}3/\):(1—)\)2—4&2:0 S A=1-2a V A=1+4+2a

A es definida positiva & 1—2a >0 A 142a>0 & a>-1/2 a<l1/2 & |aof<1/2




Ejemplo

Sea la proyeccion

T 1/2 0 —-1/2\ [=
T:-RESR:T|y]| = 0O 0 O Y
2 —-1/2 0 1/2 z

sobre cierto subespacio S C R®. Probar que T] B3 S semidefinida positiva.
La matriz A = [T]ps cumple que AT = A y sus autovalores son \; = 0 (doble), Ay = 1.
Luego, la matriz A es semidefinida positiva.

También podemos calcular los subdeterminantes de A:

1/2 0 —1/2
):0 A det| 0 0 0
~1/2 0 1/2

1/2 0

0 0 0

det(1/2)=1/2>0 A det(



Isometrias

cos @ —sen @

.2 2, — —
El operador T : R* — R : T'(z) = Az, con A = sen  cos @

f), en sentido antihorario alrededor del origen de coordenadas, es una isometria. Dado que la
matriz A es ortogonal, cada vector de R? y su transformado tienen la misma longitud, esto es,

), que es la rotacion de angulo

T preserva la norma.

La matriz asociada A = [T'|g_,, donde Ep2 es la base canénica de R2, no tiene autovalores en R

si @ #km, k € Z.
Definicion

Sea ¥V un espacio vectorial con producto interno. Entonces el operador T : V — V es una

isometria si

d(T(z),T(y)) = d(x,y)

donde d es la distancia entre dos elementos de V.



Proposiciones

1. T es una isometria s1 y solo si preserva la norm.

=) Ve eV |T(z)|| = d(T(),0) = d(z,0) = ||z|

<) Y2,y e V:d(T(2),T(y)) = |T(z) - Tl = [IT(z —y)|| = |z —yll = d(=,y)

2. T preserva el producto interno si y solo si preserva la norma.

::") Ve,y e Vi (T(m):T(y» — (5'3;.3}}; Slz =y ¢ (T(“T)?T(y)} — (m,y} A ”T(“T)HE — ”:’L’“”2 A

& || T'(x)|| = ||«||- Luego T preserva la norma.




<) En el caso real:

Si |[7(2)] = ll2ll = (T(@). T() = § (IT@) + TGP - IT() - T)IP) =
= 2 (IT@ + )2~ 1T~ yI?) = 7 (= + ] ~ 1z~ y) =

= (@4 4y) - (£ —y.z—y) = 1 (4fr,) = (o)

Enlel caso complejo: Si ||T(z)|| = ||z|| = (T(z), T(y)) =
= L (IT(@) + TW)I? = [T(@) ~ T +3IT() + T )|~ T(@) T ())
- i (lz +ylI* = llz = ylI* +ill= + iy|* - ill= - iy|*)

1

Operando como en el caso anterior, resulta: = 1 (4(z,y)) = (z,y)

Por lo tanto, T preserva el producto interno.



Observacion

El operador T': C" — C" : T'(x) = Uz, con U € C" ™ unitaria, es una isometria, ya que:
(T(z),T(z)) = (Uz,Uz) = (Uz)" Uz =2"U Uz = 2"z = (z,z)
Luego ||T'(z)|| = ||z|| y por lo tanto preserva el producto interno.

siT esta definida como T : R" — R" : T'(z) = Pz, con P € R"*" entonces, ademas de preservar
la norma y el producto interno, preserva los angulos:

Ccos rﬁﬁ — (T(m),T@)} _ (z,y)
(T( )’T(y)) [T @)1 |yl

= cos (,7)




Ejemplo. Sea T : B3 — B3 la reflexion sobre el subespacio S = {m ERY: 2y — 20+ 13 = l]}.
Considerando el producto interno candnico, hallar [T7] Fga ¥ comprobar que es ortogonal, v por
lo tanto T es una isometria.

Sea B = {1:1 — (1 1 D)T=T_!g — (l] 1 l]T Vg = (1 —1 I)T}? U, U2 €5 v E st Luego:

T{'L'l} = ™M
T{t‘g) = 1
T(ry) = —mn
entonces B es una base de autovectores y Ay = 1 (doble), Ay = —1 son autovectores de T'.

|
T, = Mg ®T|g MERE

1 0 1\ /1 0 0O 2/3  1/3 —1/3
Tlpe=(1 1 —1 0 1 D ~1/3 1/3 2/3
0 1 00 — 1/3 -1/3 1/3

1/3 2/3 —2/3
Teg = ( 2/3 1/3 2/3
-2/3 2/3 1/3

esta matriz tiene columnas ortonormales.,



Ejemplo. Sea T : B? — B? la rotacién de dngulo @ alrededor del eje za:
T cos # —sen @ 0 T
Tlaxa )l =\|send ecosf 0 o
rq () 0 1 s

cos @ —sen # 0O
A=[Tg,y = |sen 8 cosf 0

la matriz

0 0 1

es ortogonal, v por lo tanto la transformacion T es una isometria.

Su polinomio caracteristico es

cos #—A —sen # 0
pA)=det| senf cosf-X 0 |=(1-X(A—-2c0s8A+1)=0
0 0 1—A

y sus soluciones son Ay =1, Ao =cos #+1i sen #, A3 = cos # —1i sen #;




(cos 8 — 1)aoy —sen & 29 =10

El autoespacio asociado a A = 1 es el conjunto solucion del sistema
sen B x4 (cos 0 — 1jrs =10

cos #—1  —sen &

let
ot e ( sen @ cos 8 — 1

) = (cos f# — 1)? + sen”? 6 =cos® @ —2 cos B+ 1 +sen? 0 =

f ) .. .
=2 _2 cos # =4 sen® (E . el sistema tiene Nnicamente la solucion ) = x2 = ()

si @ # 2km .k € Z: en este caso, los autovectores correspondientes a Ay = 1 son de la forma

(0 0 )", 25 B\ {0}
Sif#=2kr:, A= Iy.3 v en este caso cualquier vector de B* es un autovector.

S8 = (2k 4+ 1)m, A2 = Az = —1, sus antovectores son todos los del plano x3 = 0; en este caso
tenemos una simetria con respecto al eje rs.



